Pragmatica 2001-02-19

In questo lavoro vengono analizzati varietipologie di distanze e pseudodistanze definitein
un universo. Lo scopo e quello di definire metodiche utili al trattamento di insiemi di
informazioni in cui Sia presente un meccanismo di memorizzazione e ricerca che tenga conto
della”semantica’ delle informazioni date.

Per questo fine s intende definire una distanza (o una pseudodistanza) trale informazioni;
infatti, lamemorizzazione e laricercadelle informazioni richiede che si abbiano del metodi per
individuare una” somiglianza’ tra due informazioni; questo puo essere appunto fatto utilizzando
ladistanza per creare degli intorni di un’informazione data; di fatto s puo scegliere un intorno
pit 0 meno grande, creando quindi una gerarchia delle somiglianze.

Ladistanza trainformazioni puod essere definitain maniera relativamente semplice. E
peraltro utile poter operare su informazioni complesse dotate di un’ organizzazione intermedia. In
guesto caso un metodo preliminare di rappresentazione delle informazioni € basato sul
considerarle come insiemi di informazioni elementari, che aloro volta possiedono una metrica.
Nel modello preliminare qui definito, queste informazioni sono rappresentate dainsiemi definiti
inun universo di insiemi di insiemi. Come s vedra, in questo modello s misureraladistanzatra
informazioni non attraverso una distanza ma per mezzo di una pseudodistanza.

Pseudodistanza 2001-02-19

Ricordiamo ladefinizione di unadistanza. Si dice che d € una pseudodistanzain U se per

ogni A,B 5 Us ha

1. dVA,Bb = Oseesolose A = B (proprietadi unicita delle distanze);
2. dYA,Bb = dfB,Ab (proprietariflessiva);

3. dYA,Bp 2 dYA,Cb + dYC, Bb (proprietatriangolare).

E importante notare che, in conseguenza degli assiomi dati, per ogni A,B 5 U s ha
dYA,Bb 3 0. Si noti che |’ assioma 1 puo essere indebolito nellaformadyfA,Ab = 0. In questo
caso S puo ottenere una struttura che non € una vera e propria distanza ma che puo essere
trasformata in una distanza considerando le classi di equivalenza X' = &Y|dYY,Xp = 0A.

Definiamo la struttura a gebrica pseudodistanza. Diremo che D € una pseudodistanzain U se
per ogni A,B 5 U s ha

1. DYA,Bb = DYA,AbseesoloseA = B (proprietadi unicita delle pseudodistanze);
2. DYA,Bb = DYB,Ab (proprietariflessiva);
3. DYA,Bb 2 DYA,Cb + DYC, Bb (proprietatriangolare).

Si puo dimostrare che, per ogni per ogni A,B 5 U si ha0 2 dYA,Ap 2 dYA,Bb. Ne segue
inoltre facilmente che DYA, Bb 3 minYDYA, Ab, DYB, Bbb.

Anche in questo caso la prima condizione puo essere indebolita. nellaforma
DYA,Ab 2 DYA,Bb. Si noti che, dato questa condizione pit debole e ipotizzando che siauna
relazione di equivalenzaX ~— Y = YDYY,Xbp = DYX,Xbb T YDYY,Xb = DYY,Ybb, s ottienela
condizione piu forte. Non e perd vero in generale che larelazione data sia di equivalenza. Un
controesempio €il seguente: si abbiano tre elementi X, y, z, con la seguente tabella di
pseudodistanze:

Xy z

223
2 22
z 3 22




Si vede subito che sono soddisfatti gli assiomi 2 e 3 e la condizione aternativa dell’ assioma
1. Non e pero definibile laclasse di equivalenzain quanto si avrebbechex ~ yey ~ zmax T y.
Infatti DYx,zb = 3 ® 2 = DYx,xp = DYz, zb. E possibile perd aggiungere un ulteriore assioma
DYA,Bb 2 DAAMDBE 4 presenza di questo assioma e dell’ assiomaindebolito, larelazione ™
precedentemente descritta € effettivamente unarelazione di equivalenza. Si noti che nel caso
delle distanza, questo assioma aggiuntivo non e necessario in quanto & una conseguenza degli
altri. Per dimostare che s tratta effettivamente di unarelazione di equivalenza, essendo ovvio
cheX ~ XecheseX  YaloraY ~ X, bastadimostrare la proprietatransitiva. Sia
X YTY Zes voglladlmostrarechex Z. E immediato che DYX, Xp = DYZ,Zbp. D’dltra
partesi hache DX, zp 2 BXXPDZ2 - pyx xp e DYX,Zb 3 min{DYX, Xb,DZ, Zbb, dacui
lates.

Si dimostraimmediatamente chein ogni U vi éunmy 3 Otalechemy 2 dYA, Ab per ogni
A 5 U; basta scegliere my =min YdYA, Abb. Non € peraltro detto chi vi saun A 5 U tale che

) A5U
my = dYA,AD

Distanza su insiemi 2001-02-19

Siadisponibile un universo U di simboli, atti a descrivere informazioni. Nell’ universo U
possono essere definite varie distanze. Uno del metodi consiste nel definire una distanza sulla
base di una metrica sulle informazioni, ovvero utilizzando unafunzione di misuraW. Avendo una
misuraW s puo infatti definire una distanza d nel modo seguente:

WA#BP _ | . (1,, WAV Bb )

dfA.BP = K6 ywawes = > WAWBb

dove # e ladifferenza simmetricadi insiemi.

Una possibile (manon I"unica) definizione dellamisuraW & quella che segue; siadatauna
funzione reale positiva W° qualunque definita sugli elementi di U; dataW® : U I R* = 30,KR s
definira

WYAP = = WOYap
abA

Si noti che dYA,2b = k per ogni A ® 2. Vainvece definitaa parte ladistanza dy2,2p = O.

Ladefinizione di d puo essere estesa a caso infinito (numerabile) come segue; sia
A = 4a;,u,am,uaeB = ab;,u, by, U§; posto Ay = da1, U, and €Bm = abs, U,bna, s
definira

dYA,Bb =lim dYAm, Bmb
m_K

Si noti che, in base alla definizione data, 0 2 dYAm, Bmb 2 k per ogni m, e quindi anche
0 2 dYA,Bp 2 k.

Per I’ estensione al caso infinito piu che numerabile, possono essere considerate altre W. Una
possibile estenzione & quellain cui WO : U T R0, K8; in questo caso esistono coppie di insiemi
diversi lacui distanza e nulla, in quanto gli elementi x tali che W°Yxb = 0 non portano nessuna
informazione. Si avrebbe infatti che dYA, AW &xab = k6 (1 ? %) dove e
WYAW YAW &xapp = =WOap + WOYxpb = WYAP = WYAV YAW &xabp per cui dYA,AW &xap = O.

abA

Insiemi di insiemi 2001-04-09
I trattamento degli insiemi definiti al punto precedente € abbastanza soddisfacente volendo

trattare unicamente informazioni elementari non strutturate. Quando si voglia pero passare a
informazioni strutturate, s hanno vari casi in cui una definizione del tipo precedentemente



descritta non sembra ottimale. A questo scopo s vuole analizzare la possibilita di operare su
semplici informazioni dotate di struttura. In questo caso s farariferimento a una struttura basata
sul concetto di insieme. Le informazioni saranno cioé considerate come insiemi di insiemi.

In quest’ ottica, infatti, s distingueratrasimboli elementari (per esempio i caratteri) che non
sono scomponibili in nessun modo e ssmboli complessi (per esempio le parole, lefras, le
immagini) che sono qui considerati insiemi di simboli elementari. L’ obiettivo & quello di operare
su questi simboli complessi. L’ipotesi chei simboli complessi siano formati da simboli
elementari ein realtaun’ipotesi riduttiva, in quanto un’immagine e formata da altre immagini
(pit semplici) in un processo che di fatto potrebbe non arrivare atermine.

Definiremo quindi un insieme E di simboli elementari a, b, c, ... euninsieme C di simboli
complessi X,Y,Z, ... tali che per ogni X 5 C siaX O E. Quelli che interessano sono gli insiemi X
di simboli complessi tali che X O C. Si utilizzera, quando comodo, la notazione

X =a&X,u,Xna =aXi Pi=1u,ma

0, quando non ambiguo, X = aX;a. Chiameremo simboli atomici quei simboli complessi che
contengono un unico elemento (ovvero, peri quai ém = 1).

Siano dati aloradueinsiemi di ssimboli complessi A = 4A;,u,AnaeB = 4B1,u,Bra. S
definisce alloralafunzione

= eA,BYAi , ij 6 dYAi , ij
i=1,u,m
=1Lu,n

DYA,Bb = T

dove

OSGAi 6AOBJ' 6 BeA 6 BOBJ' 6 A
easVA,Bjp = 1 %3A,Ba0OAVB

1 altrimenti

Si noti che eA,BYAi,ij = eA,BY'Bj,Aib = eB,AYAi,ij = eB,AY'Bj,Aib. Si noti che in nessun
modo questa definizione € influenzata dal fatto che gli insiemi Az, u, An, B1, U1, B, siano di
cardinalitafinita o no. Infatti la cardinalitainfinita puo al piu influenzare la distanza d. Purché
quest’ ultima sia correttamente definita, la definizione dellafunzione D € comunque ben posta.
Piu avanti accenneremo invece al caso in cui siano infinite le cardinalitadi A e B.

Diamo alcuni esempi basati sulla distanza d e sullamisuraW definite come nel precedente
paragrafo.

¥, Siano dati i simboli atorrlligi A = 44a,baa, B = 44a,x4a e C = 4ax,yaa. Posto A = 4a, b3,
s avranno; DVA,Ab = £ = WIMiR - 0 - o pyA Bp = 2;DfA,Ch = 4 = 1.
¥, Siano A = 4A1,AaeB = 4B1,B24, con A; = 4a,ba, Az = ac,da, B1 = 4a,c3,
B, = ab,da. Si puo notare che, per ogni Aj, B; €eagYAi,Bjb = 1. Si ottiene quindi
= ea VA Bjp6diA; B;jb
, i VAq,B1b+d{AL,Bob+dfA,, B, b+diA,, _£+l+£+l
DYA,BD — J o — dYA1,B1b+dYA; BzD4dYA2 B1b+dYA2,B2b - 3 343 3

¥ SiaA = 4A1,A24, con A; = 4a,ba, A> = ac,da. Si puo notare che, per ogni A;, A; &
easYAi,Ajp = 1. Si ottiene quindi
= en a VA AjPdYA; AP

2
3

v Y _ 2diALAp+LIdIAL AL diAZ ArprSdiA, A2p _ O+1+l+0
‘DYA,AD - 53 , - 2 2 42 2 - 242 =+
E interessante notare che DYA,Ab > O see solo se JA| > 1. Abbiamo gia osservato che se

|A| = 1aloraDYA,Ap = 0. Bastadloraconsiderare A =4A;, Az, U4, conA; ® Az. Si ha

immediatamente che DYA, Ap 3 % > 0.




Si puo dimostrare che la funzione D descritta € una pseudodistanza. Osserviamo innanzitutto
che = d/ABb=|C|] = dYABb.
A5A,B5B,C5C A5A,B5B
Possiamo allora anticipare il seguente lemma:
Se A e B sono disgiunti, € DYA,Ab < DYA, Bb.
o Se|A| = 1il lemmaeé owvio, in quanto DYA,Ap = 0 ed, essendo A e B disgiunti,
DYA,Bb > 0. Siaquindi JA] = n > 1. Si avraalorache
= dYA;, Bip
i
A6 [BI

=YdYAi, B;p + dYBj, Abp
ij,k

DYA,Bp

A6 [B] 6 |A]

> diA;, Acb
3 ik
A6 B 6 1A
= dYA;, Akb
Z ik
AT6 A]
> 1 6 VA, AP
=26 X

IAIG A
= 26 DYA,Ap

Dal fatto che |A| > 1 ne segue che DYA,Ab > 0 e quindi che DYA,Bp > DYA, Ab.

n

Dimostriamo ora che D € una pseudodistanza.

O A questo scopo € necessario dimostrare che valgono le proprieta di unicita delle
pseudodistanze, simmetrica e transitiva. Nella dimostrazione scriveremo, per brevita, AB per
dYA,Bb, ab per dfa, bb, abas per eagYa, bb. Scriveremo inoltre da gYa, bb per eagYa, bb 6 dYa, bb.

Lasimmetria & banale dal fatto che, per ogni Aj, Bj s hache dagYAi,Bjb = dgaYBj, Aib.

Per dimostrare la disuguaglianza triangolare s possono seguire i seguenti punti. Siano dati
A,B,C. Si avranno le seguenti espressioni:

= ioABGa—b
E — abA,b5B
|A16 B
= Dbcgc 6bc
R — b5B,c5C
IB|6|C]
= acpcbac
E — abA,c5C
|A16|C]

e s vogliadimostrare che AB + BC 3 AC.
Si vede immediatamente che

[Cf = abpgbab+Alf = becgcbhc =  (abpgbab+bcy6bC)
AD LD 5A,b5B b5B,c5C a5A,b5B,c5C
AB+BC = 2% : = 22 e che
IABIBEIC] IABIBEIC]
> ac,cbac
~7~ _ @a5A,b5B,c5C N Lo . P
AC = ABBEC] . Bastera quindi confrontarei due numeratori, cioé confrontare

> (abpgb6ab+bcgc6bc) con = acacbac
abA,b5B,c5C a5A,b5B,c5C



Nel seguito useremo la notazione dase per ea gYa, bb 6 dfa, bb + e cYh, cp 6 dib, cb, ovvero
per il termine generico di AB + BC, e dyy,. per eacYa,cb 6 dYa,cb, ovvero per il termine generico
di AC. Basteraquindi confrontare =  daccon = di..

a5A,b5B,c5C abA,b5B,c5C

Si considerino i singoli termini delle sommatorie, ovvero dan. = ab,g 6 ab + beg 6 bce
di,c = acsc 6 ac. Questi termini soddisfano la condizione data tutte le volte che
acac 2 minYabyg, begcp, ovvero tutte le volte cheac,c = 4 oppureab,g = bege = 1. Infatti
in questi casi la disuguaglianza cercata deriva dalla disuguaglianza triangolare ab + bc 3 ac.

Si hanno quindi tre casi in cui i termini non soddisfano immediatamente la disuguaglianza
data: 1) quando si haabag = 4, bcge = 1eacyc = 1;2) quando s haabg = 1,bcge = +
acac = 1;3) quando si haab,g = 5, bcge = 4 eacyc = 1. Trattiamo separatamentei tre casi.

1. Consideriamo il primo caso. Dal fatto cheab,g = 4 ne segue che 4a, ba O AV B. Questo
caso S puod spezzareindue: 1a) saa 5 Cec 5 B equindi cage = % e daac,c = 1, anche

C 6 A; 1b) siacagc = 1. Consideriamo innanzitutto il caso 1b); nella sommatoria AB + BC

compaiono i termini danc + dbac = @bag 6 @b + bege 6 be + basg 6 ba+ acgc 6 acein AC

compaiono i termini d,. + di,. = aCac 6 ac + bc, 6 be. Per le condizioni date s ha che

Oabc + doac = +a@b+bc+ +ba+ac = ab+bc+ac 3 ac+ be = dyy, + di,.. Nel caso 1a) s

considerino invecei tre termini

Jabe + doac + dica = @b 6 @b + bege 6 be + ba,g 6 ba+ acg 6 ac + be,g 6 be + cag 6 ca
= %a_b+§:+ %&H %HC+E:+ %ca: ab + 2bc + ac
3 a_cAC6ac+b_cA06b_c+b_aA06b_a= d‘ébc"'d\é)ac"'d‘é)ca
dacui lates.
2. Il secondo caso pud essere dimostrato analogamente al primo caso.
3. Peril terzo caso, s considerino i tre termini o o
Japc + Opac + dacp = abpg 6 @b + beg 6 be + ba,g 6 ba + acg 6 ac + ac,g 6 ac + cbge 6 cb.
Nell’ipotesi peggioreea 5 Cec 5 B, dacui acg: = % eacsg = % ; & haquindi

Jape + dbac + dacy = %a_b+ %%+ %&H %ac+ %ac+ %%: ab+bc+ac

3 a_cAC6ac+b_cA06b_c+a_bA06a_b= d‘ébc"'d\é)ac"'d‘é)ca

dacui segue la disuguaglianza triangolare per lafunzione D.
Per I’ unicita delle pseudodistanze, s pud dimostrare la condizione equivalentechese A ® B
s haDYA,Bp > DYA,Ab. Consideremo separatamente il caso in cui A e B sono disgiunti, quello
incui A O B, quelloincui A O B einfineil caso generale.
1. Lates per A eB disgiunti deriva direttamente dal lemma precedente.
2. SiaA O B.SipongaN = B? A, taequindi cheNV A = 2e|A|+|N| = [B]. Inbase a
lemmas avraquindi:

pia,Ab = AL s pia, ab + INL g DA, A
B B
Al ¢ oy INI ¢ 5y
< =L 6 DYA,Ap + 11 6 DYA,Np
B B
A6 = ZdVA,Ap |N|6 = dfA;,Nib
- AiABA + Ai5A,N¢SN
AP 6 [B| IA61B]6IN|
= %dYAi,AjD = dYAi,Ngb
_ ALABA Ai5A,N¢5N
IAI6 B IAI6 B
= DYA,Bb

3. SiainveceB O A. Si pongaancheM = A ? B talequindi cheM VB = 2e|B|+ M| = JA|.



Si avranno quindi le seguenti identita:
= %dYBi,BjD+ = %dYBi,MjD+ = %dYMi,BjD'*' = %dYMi,MjD

DYA Ap = Bi,B;5B Bi5B,M;5M Mi5M ,B;5B M;,M;5M
’ A
_ |BP6DYB,Bp+ 1|B|6|M|6 DYB,MP+ L|M |6 [B|6 DYM,Bb + |M|* 6 DYM,Mb
) AP
_ [B|*6DVB,Bp + [B| 6 |M|6 DYB,Mbp + |M|>6 DM, Mp
AP

Dal precedente punto 1 s pud osservare che DYM,Mb < DYB,Mb in quanto B e M sono
disgiunti. Aggiungendo inoltre il termine |B| 6 |M |6 DYB, Bb si otterra quindi:
IB|*> 6 DYB,Bb + [B|6 [M |6 DYB,Mb + M |? 6 DYB,Mb + [B|6 [M| 6 DYB,Bb

DYA,Ab <
AP
_ |B|6Y|B|+|M]|p 6 DVB,Bb+ M |6 Y[B|+ M |p6 DYB,Mb
) AP
_ |B|6|A|6DYB,Bb+|M|6]A|6DYB,MP _ |B|?6 DYB,Bb+ |B|6|M]|6DYM,Bb
- A2 - IA[6 B
= %dYBi,BjD‘F = dYMi,BjD
_ Bi,B;5B M;5M,B;5B = DYA.Bb

|A|6[B]
4. Si consideri infineil caso generdeconAVB=C,M =A?B,N=B?A,C,M,N
disgiunti, |C|+ M| = |JA|e|C|+ |N| = |B]. S avr&:
> ldiA,AP  [B|6 = LdVA,AP

DYA Ab = Ai,Aj5A - Ai,Aj5A
’ AP A 6 B
N6 = LdiA,AP+IC|6 = LdiA,ApD
_ AiABA Ai,Aj5A
AP 6 B

| due addendi del denominatore possono essere analizzati separatamente. Si avra, per il
primo:

N6 = %dYAi,AjD=%6 =  diA,Ab
Ai,Aj5A Ai,Aj5A,Nk5N
2%6 = {diA;, N + diN, A bb
Ai,Aj5A,N¢5N

ﬁzlﬁ( = dVA ,Nep+ = dYNk,AjD)

Ai5A,N¢5N Aj5A,N5N

A6 = diA;,Nb

Ai5A,NiSN

Per il secondo verra considerata solo la sommatoria; con una disuguaglianza simile aquella
utilizzata al precedente punto 3 si avra:



= %dYAi,AjD s %dYMi,Mjm = %dYMi,C,-M = %dYCi,MjD+ = %dYC
AjA5A M;,M;5M Mi5M,C;5C Ci5C,M;5M Ci,Cj5C
|M|26DYM,MD+%|M|6|C|6DY’M,CD+%|C|6|M|6DYC,MD+|C|26DYC,C
= [M[26 DYM,Mp + [M|6 |C|6 DYM,Cb + [C[2 6 DYC,Cb

< |[M[26 D{M,Cb + [M|6 [C|6 DYM,Cb + [C|2 6 DYC,Cb + [M|6 [C| 6 DYC,Cbp

= Y[M|+|C|p6Y|M |6 DYM,Cb + [C|6 DYC,Chb = JA|6 Y|M |6 DYM,Cb + [C|6 DYC,

2

M;i5M,C;5C Ci,Ci5C

:|A|6( = dim,Cp+ = ldvci,cjp)

Ne seguiraquindi:
INJ6 = LdVA,Ap+[Cl6 = Ld/A,Ap

DYA. A = ALASA : A ABA
IA[~6[B|
A6 = dYAi,NkD+|A|6 = dYMi,CjD‘F = %dYCi,CjD
< Aj5A N 5N M;i5M,C;5C Ci,Ci5C
A1 6 |B]
> dYA,Njp+ = diM;,Cip+ > %dYCi,CjD
_ ABAN;5N M;i5M,Cj5C Ci,Cj5C _ ,
= = DYA,Bb
|A16 B

n

In genere lafunzione D descritta non e una distanza; esistono infatti elementi A tali che
DYA,Ab ® 0. Si consideri per esempio A =44a, b4, aa,caa. Si avra (considerando sempre la
distanzad e lamisuraW citate precedentemente) che

dA,AYéa, bé., aa, bap + dA,AYéa, bé., aa,cap + dA,AYéa, ca,aa, bap + dA,AYéa, ca, aa,cap

DYA,Ab

2%x2
_ 0+ 3 6d¥aa,ba,aa,cap + 5 6 daa,ca,aa,bap+0
B 4
( WYab,cap )
— \ Waabcar / _ 1
4 6

Si possono avere peraltro elementi A tali che DYA,Ab = 0. Per esempio si ha
immediatamente che lafunzione D descritta &€ una distanza considerando i soli simboli atomici,
in quanto, posto A =4A3, € DYA,Ap = +dVA,Ap = 0.

In effetti va evidenziato che, nel caso in cui tutti gli elementi di A siano finiti, DYA,Ab = 0
se e solo se A e atomico. Bastainfatti notare che, se A non & atomico, esistono almeno due
elementi distini A;,A2 5 A. Per ladefinizione di distanza & dYA;,Azp > 0, e quinidi

DYA,Ab 3 % > 0. E peraltro necessario che A; e A, non siano entrambi infiniti: infatti s

possono trovare insiemi di cardinalitainfinitatali che dfA;, A2b = Ocon Ay ® A,.

Proprieta legate alla d e alla W definite
2001-04-23 |

Si consideri in particolare la distanzatrainsiemi d definitacome dYA,Bb = k6 A

W € una misura qualunque. In questo caso s avranno al cune proprieta aggiuntive per la
pseudodistanza D.
Innanzitutto si puo dimostare che 0 2 DYA,Bb 2 k. Infatti, da0 2 dYA,Bb 2 keda

dove




= enp(aiB)6d(A8)

IALIBI > |ABIBsk

easYAi,Bjb 2 1 segue che DYA,Bb = AT ABE]
dimostrare la condizione pit restrittivache 0 2 DYA,Ap 2 X.

Siano disponibili un numero infinito di simboli a;,az, U, a;, U. Per ogni possibileP e per
ogni cardinalitam, s possono alloratrovare due simboli A € Bi, di cardinaitam, tali che
0 < DYAm,Bmb <P,

(o)

Lates puod essere dimostrata inizialmente per simboli atomici. Siadaton 5 N tale che
—2- < P.SiaA;=4A4 eB;=4Ba dove A = 4a;,U,am1,ad €B = da;, U,am;,bacona ® b.
SaraDYA1,Bib = dVA,Bp = & < P.

Per estendere ladimostrazione a caso generale, dimostreremo in particolare che per ogni
m > 1 esistono simboli non atomici A, per i quali s ha0 < DYAm, Amb < P. Sia
Anm=4A1,U,Anataeche A1 = &x1, U, X2, 218, Ao = &X1, U, Xno2, 824, U,

Am = aX1, U, Xm2,ama dovetutti gli X1, U, Xm2,a1, U, am sono fradi loro diversi. Si hache

= k. In particolare si pud

) Osei =
dYA;, Ajb = Wiaaj 2 ab 2 A
WYéxl,u,xn?;,ai,ajéb =7l @]
dacui
> dYAi, AP
i=Lum >dYAi,Aj|3 + = dYAi,AjD
DYA,Ab = Fl’u’mmz = mzi'j'@j
_0+Vm??mpd _ o, o 2
= - Sheimen <
]

In manieraanaloga s pud dimostrare che per ogni possibile P e per ogni cardinalitam, si pud
trovare un simbolo A, di cardinalitam, tale che 0 2 DYAm,Amp < P. In particolare, sem = 1
ha0 = DYA1,A1b, mentre per m 3 2 @ sempre 0 < DYAm, Amb. Per dimostrare latesi basta
considerare, per m = 2, uninsieme A, = 4A1,A2a con A = da;, U,am,aa e
A; = da1,Uu,an, b, con 2 < P.

In presenza di un numero infinito di smboli a;,az, U, a;, U, s pud inoltre dimostrare anche
che per ogni possibileP < k e per ogni cardinalitam, si possono allora trovare due ssmboli A, e
Bm di cardinalitam, tali cheP < DYAm, Bmb < k.

Si puo infine dimostrare anche che, per ogni possibileP < % e per ogni cardinalitam > 1, s
puo trovare un simbolo A, di cardinalitam, tale cheP < DYAy, Amb < £.

Estensione al caso infinito 2001-05-18

Come osservato precedentemente, si possono analizzare a parte i problemi relativi
al’utilizzo di insiemi A e B infiniti. In questo paragrafo considereremo in particolareil caso in
cui lecardinalitadi A e B siano numerabili, ponendo quindi A = 4A;,U,An,uae
B = 4B1, U, B, ua. Affinché questo sia possibile é richiesto che il supporto dei nostri insiemi
Sia esso stesso ameno numerabile, in quanto, altrimenti, non vi potrebbe essere un numero
infinito di insiemi Ap, distinti. Si hainfatti che |A| 2 [PYUb| = 2.

Innanzitutto va ridefinita la pseudodistanza D, in quanto |a definizione precedente € ben data
solo per cardinalitafinite. Per arrivare a una definizione alternativa considereremo i seguenti
punti.

Innanzitutto, operando su cardinalita numerabile, possiamo dare un ordinamento totale su
tutti i sottoinsiemi di U. Si possono allora ordinare gli elementi A1, u,Am, U €B1,U,By, U in



maniera coerente all’ ordinamento dato. Definiamo allorala successione Ag, U, Am, U nel modo
seguente: per ogni i, s definisce A; = 4A1, U, A4, considerando i primi i insiemi A; nell’ ordine
precedentemente dato. Si noti che la definizione data & ben posta anche nel caso in cui A abbia
cardinalitafinita; in questo caso, per ogni m 3 |A|s avraAm = A.

Definiremo allorala pseudodistanza D nel modo seguente:

DYA, Bb = rLl\l'Q DYAm, Bmp

Si noti che, per A e B numerabili, il limite qui indicato & uguale alla pseudodistanza
precedentemente definita. In particolare, considerando la distanza dVA, Bb = k 6 —a5?

WYAWBD ’
che anche nel caso infinito 0 2 DYA,Bb 2 k.

Unainteressante differenzarispetto a caso finito é che, nel caso infinito, esistono elementi A
non atomici tali che DYA, Ap = 0. Come precedentemente osservato questo & innanzitutto
possibile considerando insiemi A; ® A, tali che dYA1, A2b = 0; in questo caso, posto
A = 4A1,Az4, saraDYA,Ab = 0. Per trovare due insiemi cosiffatti, basta considerare i due
insiemi infiniti A1 = 4a,a, U,am, Uad eA; = ab,az, U,am, U4, tali cioeche A; # A, = 4a,ba
e|A1 W Az| = K. Si possono comunque trovare, nel caso infinito, anche situazioni in cui
DYA,Ab = 0 pur essendo in genere dYA;, Ajp > 0. Come esempio si consideri
A = aA /A1, A2, U, A, uaconA = daa, A1 = d4a,a2,4,a,ud, Az = 4a1,a,U,a;,U4a, e, in
generde, Ai = 4ai,az, U, a71,a,ai+1, Ua.

Applicando la definizione s hache

L6dlAAP+ = (L6d/AAP+I6AVALAP) + = L16dVA AP

S avra

i=1,u,m?1 i=1,u,m?1
DYA,Ap =lim . L
m_ K m
> (16d/A AP+ 16dA,AD) > dfA AP
=||m i=l,u,m?l =||m i=l,u,m’?l
m_ K m? m_ K m?
Ym ?
2(jm M 12D6k -0
m, K m

In genere, se A =4A1, U, A, ud eédi cardinaditainfinita, con le cardinatadegli A limitate
superioremente da n, ovvero con JAi] < n, s hache DYA,Ab > 0. Infatti S hache dYA;,Ajp > <
. . 2 _ . . Y
e quindi che DYA,Ab >lim mmGzn = K. Anchein questo caso si possono pero trovare, dato P,
m’K ’ - . - -
degli elementi A del tipo descritto tali che DYA,Ab < P. Si scelga, come limite superiore delle

cardinalitadegli A; unvalore ntaleche + < P. Si pongainoltre, per ogni i, Aj = 4X1, U, Xn22, &4
con tutti gli X1, U, Xn22,a1, U, a;, U divers tradi loro. Si haallorache, scelti comunque A;, Aj, S

. Osei = R
hadYAi, Ajp = _ J. . Si avraallorache
2 xi®]j
=1 6 diA, AP
. Y i 2 v . %sz _1
DYA,Ab =lim > 2lim >— =7 <P
m, K m m, K m

### problemi ###

Quali sono le proprieta delle distanze che non valgono per le pseudodistanze?
Quali di queste proprieta sono critiche nell’ applicazione che ci interessa?

Note

1. Maetriche su un piano? ovverod 5 R* piuttosto ched 5 80, 1a



2. Utizzabilita su reti neuronali? Ovvero, esistono dei meccanismi di parallelizzazione delle
espressioni descritte? (aun primo livello, quello delle macchine vettoriali, sembra di si; €
pero utile individuare se esistono meccanismi pit evoluti)

3. Definizione suinsiemi infiniti di simboli? si, nei due esempi seguenti (che fanno entrambi
riferimento alafunzioneW° : U T R™):

% quando s hache = WO%xp 5 R*
x5U

% quando s accettano solo leinformazioni A tali che |A| < K;
WYA#BD

% forse estendendo |a definizione di W nel modo seguente: dYA,Bb = k 6 wawss PEr ogni
AeBtaiche|A| < Ke|B| < K; atrimenti dYA,Bp = lim dYAV C',BV C'pconC'
C'_AWB
finiti?

attenzione, creando la successione dei C' in maniere diverse si ottengono limiti diversi:
s deve definire con precisione come va creatala sequenzadel C'; per esempio, sia

A =40,2,4,6,8,10,12,uaeB = 40,3,6,9,12,u3; s ha

AWB = 40,2,3,4,6,8,9,10,12,ua e AV B = 40,6,12, u4; posti

Co = 404,C;1 = 40,24,C, = 40,2,34,C3 = 40,2,3,44,C4 = 40,2,3,4,63,Cs = 40,2,3
si ottiene dYA,Bp = 3/4;

posti invece

Co = 404,C1 = 40,24,C> = 40,2,44,C3 = a0,2,4,34,C4 = 40,2,4,3,64,Cs = 40,2,4
Si noti che il tutto sembra funzionare, nei termini cosi descritti, per U numerabile.

4. Ladefinizione datafariferimento ainsiemi A di simboli elementari 4A1, U, Ana. In realta,
uno dei casi che interesserebbe gestire € per esempio quello delle parole, che sono sequenze
ordinate di simboli elementari. Come gestire |’ eventual e concetto di ordine? Un caso ancor
pit generale é quelloi cui leinformazioni possono essere strutturate in maniera complessa.

Sequenziabilita delle informazioni

L’ ultima nota fa riferimento ainformazioni descritte in sequenza (0 comungue strutturate). In
questi casi bisognadistinguere A = Ya,b,ch daB = Yb,a, ch.
Daragionarci sopra.
Ipotesi non funzionante: porre A = Ya,b,ch = 42,4a4,4a,ba, 4a,b,caa e
B = Yb,a,cb = 42,4b4, 4a, b3, 4a,b,caa; s avrebbe quindi (posto WoYap = 1ek = 1,
dVA,Bp = Jot- = 2. 1| problema consiste nel fatto che se A = Ya,b,ch e Cy = Yx,b,cp si ha
chedVA,C1p = £, mentrese A = Ya,b,ch e C3 = Ya,b,xp si hache dVA,Csb = 1.
Tentativo #2001.06.04#
Definizione standard
, _ >Ci,j6dYAi,BjD
DYA, Bb = W ,
1. iperpiano: &YXa, ..., Xnb[fYX1,...,Xab = 0a con f lineare. Si avracioe
fYX1, .., XnP = @1X1 + ... + AnXn.
2. iperretta: Y1, ..., Xnb[f1YX1, ..., Xnb = 0,f2¥X1,...,Xnb = 04 confy ef; lineari. Si avracioé
f1YX1, oy XnP = @Q11X1 + ... + @1nXn € F2YX1, oy XnD = @21X1 + ... + @2nXn
3. qualunque sottospazio di dimensione m < n sara definito come
aYX1, oo, Xnb[f1YX1, .., Xnb = 0, ..., from¥X1, ..., Xnb = 0&. Si avraquindi una matrice dei
coefficienti delle funzioni C = |cjj|, concij = Operi > n?m.
4. In particolare, un punto, di dimensione O, sara individuato da una matrice con tutte le linee
indipendenti, e quindi corrispondera a una matrice con determinante non nullo.
5. Ladimensione del sottospazio € ladifferenzatrail numero totale di linee e il numero di
linee lineramente indipendenti nella matrice.

6. A questo punto, come s calcola la distanza tra sottospazi?



Nel caso di parole, la distanza ha una semantica. Quali sono le distanze tra”abc”, " abx”,
"ab”, "cab”, "xyz"? quali di queste distanze € minima? Ci aspettiamo che
dYabc, abch < dYabc,abxp < dfabc, xyzpb, maper il resto? E pitiimportante I’ ordine delle lettere
o quali lettere compaiono? (nel primo caso si ha che dYabc, abxp < dYabc, cabp, mentre nel
secondo s avrebbeil viceversa) E pitiimportante la presenza delle stesse lettere o |’ assenza di
discrepanze nelle lettere? (nel primo caso si ha che dYabc, abb < dYabc, abxp, mentre nel secondo
s avrebbe il viceversa)

Inoltreil tutto vaintegrato con gli aspetti relativi agli algoritmi di ordinamento tipo Unicode,
in cui I’ ordinamento va fatto rispetto ad almeno tre chiavi (lettera, diacritico, caso: a < b, a < a,
a < A). Indtri termini: differenze di caratteri contano piu di differenze di diacritici e differenze
di diacritici contano piu di differenze di caso.

Metriche su un piano

tentativo; definire la distanza nel modo seguente:

|A# B| 6 WA # Bbp

dvA,Bp = WYAW Bp

vapero dimostrato che d cosi definito siaunadistanza. in particolare va dimostrato che
dYA,Bpb + dYB,Cp 3 dYA,Cb
Equivale a dover dimostrare che

WYA # Bb WYB # Cb WYA # Cb

WIA#H BP WE#H LP 3 WIAH LD
A# Bl ywawss T B# ClS ywewer P # CI8 wwawes

Ladifferenza simmetrica € una distanza, infatti

IA#B|+|B#C| 3 |A#C|;

WA#BD .
dato che anche wane, € una distanza.

Non é possibile dimostrare latesi cercata partendo dallarelazionea+b 3 cex+y 3 z
implicano ax + by 3 cz. Infatti s hachecz = Ya+ bb 6 Yx + yb = ax + by + Ybx + aybp.




